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1. POSITION DU PROBLEME. HYPOTHESES PHYSIQUES.
EQUATIONS

Le nombre des phenomenes physiques associes aux ondes internes
est tres grand. Dans le cas des fluides tournants, les mouvements non
permanents se trouvent dans les -masses homogenes [2, 9] aussi bien que
dans celles oil la density varie avec la cote.

Nous disons qu’il y a ,,seiche externe” lorsque les amplitudes des
oscillations verticales des particules liquides sont notables a la surface
libre, par rapport a celles que I'on rencontre au sein du fluide. La seiche
est ,,interne” dans le cas contraire.

Nous nous limitons ici a I'etude theorique et experimental des sei-
ches animant une ,bicouche”, c’est-a-dire: deux fluides superposes de
densitfe differentes. On trouvera en [9] |'etude de nombreux cas parti-
culiers differents. Plusieurs des paragraphes suivants ont ets emprunt”s
a [e].

Nous admettons a priori que:

— le bassin est prismatique (ou cylindrique), a generatrices verticales,
a fond horizontal, a parois lisses.

— il est anims d’un mouvement de rotation uniforme o> autour de l’axe
vertical fixe Oz (oriente vers le haut).

— la vitesse w, les dimensions horizontales du bassin et sa distance moy-
enne a Oz sont supposees assez petites pour que, dans toute la masse



liquide, la force centrifuge soit negligeable et que I’acceleration de la

pesanteur g soit uniforme.

— le liquide est incompressible et parfait.

— les amplitudes des oscillations et les vitesses sont assez petites pour
legitimer I'emploi des equations linearisees de I’hydrodynamique.

— au repos et pour to= o, la masse du liquide est constitute par une bi-
couche, c’est-'a-dire ar une superposition de deux couches de liquides
homogenes mais de densitts differentes (et d’ailleurs voisines). Le
cas du liquide homogene sera considere comme un cas limite.

— les tensions superficielles le long de la surface libre et de I'interface
entre deux liquides (dans le cas d’une bicouche) sont negligees.

On notera que nous n’adoptons pas I’hypothese simplificatrice, dite
des ondes longues, utilisee jusqu’ici par tous les Auteurs.

On affectera de I'indice 1 (ou 2) les caracteristiques (densite, vitesse,
etc...) de la couche suptrieure (ou inferieure). On omettra d’ecrire I'indi-
cei= 1,2, lorsqu’il ny a pas lieu de preciser la couche correspondante.
Soit Oxyz, le repere orthonorme, lie au bassin, D, la section droite de
celui-ci (format un domaine borne) que, pour simplifier, nous suppose-
rons simplement connexe; D, la frontiere de D, supposse reguliere; m
le vecteur unitaire de composantes a, f}, o, port§ par la normale exterie-
ure en un point courant des parois laterales du bassin: Q, la masse volu-
mique du liquide i; Agq= g2— (?i>0; hi, I'tpaisseur de la couche i a
I’etat d<8quilibre absolu (co=0); di, le domaine occuipe par la couche i
dans cet stat et defini par:

di:o”™ z” hil L, .
d:-h!<z<ojV(x'y)6(D + D)
di, la frontiere de di. Ainsi, a I'stat d’equilibre absolu l'interface entre

les deux liquides, notee S, se confond avec le plan z= 0, alors que la
surface libre, notee 2, est situte dans le phan z= hi (dans le meme etat).

Soient Ui, Vi, Wi les composantes de Vi et Pi le potentiel des accele-
rations.

Les Equations de I’hnydrodynamique linearisee s’scrivent:
-~ + 2 ffIXV = g7adP (1.1)

divv=0 (1.2)

Avec les conditions aux limites tcrites pour V s (0, 00)
Wa2(x,y,—h2t)= 0; V (x,y)s (D+ D) (2.1)
aUi+ PVi= 0; V zs(—h2hi); V[x,y)"D:; Vi (2.2)



ft

(2.3)

(2.4)
(2.5)
2. PROPRIETES gEnErales des solutions SINUSOIDales
EN t DU SYSTEME (1) et (2)
2.1. Equations resolutives
On elimine V entre les equations (1)
dtc 7 azz )
d2 d2 dz2 . . . . .
ou A=-"2+ N D+ Une fois resolue (3), (li) fournit trois equation

scalaires en V (U, V, W).

Dans certaines questions, il y a int8ret a disposer de liquation qu
v&rifie e: deplacement vertical de la particule liquide se trouvant en s
y, z lors du repos. Pour former celle-ci, on derive (3) en z et on rempla

dp d2e . . N
ce dans le resultat-~ par (cf. Tequation (li) en projection sur Oz

On trouve ainsi:

En integrant cette relation deux fois en t, on obtient:

ou A et B sont des fonctions arbitraires de leurs arguments. La presence
du terme seculaire en t etant incompatible avec I'hypothese |e|] petit
V t, on fera B = 0. Par ailleurs, en posant:



on voit que la nouvelle inconnue u verifie liguation:
d2 (Au) 02 U '

identique a (3) dont P est solution. Les raisonnements de [4] montrent
d’ailleurs qu’on ne restreint pas la genfralitE en prenant Ai = 0.

2.2. Solutions harmoniques en t de (4)

Cherchons les solutions particulieres de (4) sous la forme classique
de Fourier:
e(x,y,z,t)= &,(xy) @@ f(t) (5)
Portant (5) dans (4) et en separant les variables, on trouve:

T =k + W = UA®*+ k )V "-Ki¥ = o
ou | et k sont des constantes arbitraires. Nous “cartons le cas: f = Cte,
d”pourvu d’interet physique. Alors, si k= 0, f est lin®aire en t; et si
k> oonaf= ch(]/kt).

Dans ces deux seventualites, f si t ,00, ce qui est incompatible avec
I’hypothese des petits mouvements. Nous prendrons done k= — 02,
o etant reel. Il s’en suit que f (t) est la combinaison linsaire de deux

fonctions sinusoidales independantes:

‘« -{s ;s ,1 <*>
Si alors at;e+ k= 4<02— 02==0, on doit avoir ou bien @(z) — 0, ou
bien | = 0; dans ce dernier cas e(x, y) est harmonique et @(z) comple-

tement indetermin8e. Si X= 0, 40— 02=L0, @(z) est lin™aire. Ce cas
peut aussi se rattacher a la theorie des ondes longues; nous le laissons
de cot8. Rappelons que I’'hypothese 4 a2— ©2— 0 correspond en Oceé-
anographie au cas dit des latitudes critiques; nous scarterons cette sven-
tualite jusqu’a nouvel ordre. Posons alors:

Xo2 A= 2]
* o= lors<jue e* -4 « ~ o

ou g est, suivant la notation de [s], un nombre reel ou imaginaire pur,
selon le signe du second membre. On ne discutera ici que le cas ou X> 0.
Les cas X< 0 est k I'stude a l’aide du theoreme de Vekua. On voit que
@(z) et B(x, y) sont solutions des Equations:

cp' (z) + g2p(z)= O (7.1)
02 ___40)2
Aed+ g2 fo— 0 (7.2)



Si g est reel, on a, d’apres (7.1):

ch zZ+ z
®) - [a( 0] )
shlq(z + zo)] W
L’integrale gsnerale de (7.1) est une combinaison lineaire des fonctions
(8) ou zo est une constante arbitraire, qu’il est commode d’introduire (cf.
8 7) pour simplifier les calculs ulterieurs. Si au contraire, q = iq0 qo
etant reel, il vient:

_ cos [g0(z + zo0)] 9
P = [ sin [q0z + 2zO)] ©

Dans toute la suite, nous prendrons gq> 0 et go> 0.

Soient a present A (x,y) et B (x,y) deux solutions quelconques de
(7.2); (4) etant lineaire et homogene, |’expression ci-apres:

eo(X, ¥,z t)= (Acos0 1+ BsinO0t) (2 (10)

est encore une solution de cette equation si @(z) est definie, suivant
le signe de g2, par (s) ou par (9). A chaque valeur de gz il existe done deux
solutions du type (10) correspondant aux choix possibles de @(z) dans (8)
ou (9). Leur combinaison lineaire a coefficients constants constitue la so-
lution la plus generale du probleme qu’on puisse former a partir des so-
lutions (5). Et cela quelles que soient la forme du bassin et la loi de
variation de density pourvu que ®” o.

On calcule alors une solution particuliere a partir de (5). On trouve

(cf. [6]) en posant: qgo= J<P(z)dz
P= —02(Acos0t+ Bsin0t)go(2
W= 0(—Asin0t+ BcosO t)p(2) (11)

d’ou on d§duit, avec (7.1), en projection sur Ox et Oy, U et V.

2.3. Conditions aux limites (2) pour les solutions harmoniques en t

Condition (2.1)
On doit done avoir d’apres (2.1):
2(—h2=0
Cette condition, stant homogene, impose de prendre pour la solution (s8)

la fonction sh et on choisit pour solution de (9) la fonction sinus pour
z6 [— h20]:

msh [g2(z + h2] cas () M ¢h [q2z + h2)
T (2) => @@= * (12)
m sin [q®2(z + h2] cas (9) “ J? cos[q02(z + h2)]
<12



ou m designe constante reelle arbitraire. Eu egard a (10), on a done,
pour solution, la plus gensrale, du type consid£re:

£2= (A2cos0 t+ B2sin0 t) g (2) y z£(_ h2 0]
W2= 0 (— A2sin0 t+ B2cosO0 t) qu(2) _ (13)
P2= _ ©2(a,cos0t+ B2sin0t)gre((z V Xy "D+ D)

P(z) et g (z) etant dtfinis univoquement (a un facteur constant
pres) par (12) dans chacun des cas (8) ou (9).

Condition (2.2)

Soit s, lI'abscisse curviligne d’un point courant de D, comptte positi-
vement lorsqu’on parcourt ce contour dans le sens direct. Les relations
(2.2) donnent apres transformation:

dA dB
20— — =
ds ( dn 0 —
q q V(x,y)s D (14)
B a A
2 @ —--m- 03—=0
ds dn

Les couples de solutions (Ai, Bi) sont done astreints a verifier sur D les
conditions frontieres (14), qui sont comme (7.2), lineaires et homogenes.
Ils sont done determines par la forme du bassin.

Condition (2.3)
On a vu (cf. (10) et (11)) que £i, Wi et ~ 7- se presentent sous forme
de sommes de deux fonctions du type:
Ei= (AicosO t+ Bisin0 t) q(2)
Wi—0 (— Aisin0 t+ Bicos0 t)cpi(2) (15)

— — — O3 (—Aisin0t+ Bicos0 t) Fi(2)

caracterisees chacune par le choix de i (z) dans (8) ou (9) Si ces deux
fonctions sont lineairement independantes en (t, X, y), il s’en suit que
chacune d’elles doit verifier separement la condition (2.3), qui se rtduit
a:

02<a (hi) = g i (hi) (16)
Nous allons verifier que (16) ne peut etre satisfaite simultanement par
les deux fonctions gda (z), definies par (s8) ou (9). Si, par exemple,q”> 0,
les relations correspondantes (16) s’ecrivent:

02—g qi coth [qi (hi + z0]; o2=g qith [qgi (hi + z0]



et ne sont compatibles que pour gi = o0o. Mais alors nos formules resolu-
tives seraient depourvues de sens et c’est pourquoi nous ecartons cette
eventualite. Il s’en suit que chacune des fonctions s1, Pi, Wi se presente
necessairement sous forme d’une seule fonction du type (10) et (11), cor-
respondant au choix de cpi (z) qui verifie (16). Dans le cas ou g* <CO0, les
conclusions sont les memes.

Pour abreger -et pour retrouver par continuite le cas d’une couche
homogene (ou @1 — 62) — nous prendrons df€sormais V zs [0, hi]

shtqgi (z + z0)] cas (s) — ch [gi(z + z0)]
@i (z) = = i (2) = 17)
sin[q0i (z + zQ cas (9) — . cos [q0i (z + zo0)]
goi
de sorte que la condition (2.3) s’scrit:
, - g qi th [(qi (hi + z0)] cas (s8) (18)

g q0 tg [g0 (hi + z0)] cas (9)

Condition (2.4)
Eu egard a (13) et (15), (2.4) s’ecrit, V (x,¥)s (D + D), V t;
0 (— Aisin0t+ BicosOt) F(0)— 0 (— A2sin0t + Bz2cosOt)cp2(0) = 0
Cela entraine:
Al (X, y) @ (0) = Az(x,y)a2(0); Bi(x,y)gi(0)= Bz2(x,y)2(0) (19)
d’ou on tire

Ai_Bi_ @O0 _ _

Al b2 - V (X,y,)e (D + D)

Or, chacune des fonctions (Ai, Bi) est solution de liquation linfaire et
homogene (7.2) que nous transcrivons:

02 40)2

AsOi  q? 02 0

La condition (19) ne peut done etre verifise que si:
qz= q2= q* (20)

en sorte que gi = gz2ou g0 = o2 Ainsi (pi (z) et 92 (z) ne peuvent diffrrer
gue par une constainte multiplicative. En second lieu, (Ah Bi) sont as-
treintes a verifier le systeme (14) de conditions frontieres, lesquelles sont
encore lin"aires et homogenes et, de plus, independantes de i. Dans ces

conditions, il est loisible de remplacer (A2 B2 par , la constante

non nulle K §tant choisie de fagon que I'on ait: =



A= Ai(X,y)s A2(x,y); B=Bi(x,y)= B2(X,y), V(X,¥)s6 (D+ D) (21)
Adoptant cette convention une fois pour toutes, (20) montre alors (cf. (12),

(17)) que I'on doit avoir:

m sh (q h2) = 1 cas (s8)
<Pi (0) m sin (qoh2 _
sin (qo z0) cas (9)

On retiendra de la discussion precedente qu’en vertu de (20), les fonc-
tions A (x, x) et B (X, y), qui decrivent le mouvement horizontal du li-
guide sorut identiques dans les deux couches et qu’il en est de meme du
parametre g2, qui caractsrise le mouvement vertical.

Condition (2.5
D’apres (2.4), (2.5) s’scrit:

SoPi dP2
dt 2 dt

(12), (13), <15), (17), (22), cela donne:
©2[Q@@®2(0) — Qau (0)] = g (0)Aq

gW?2Aqg; z—0; Vt; V(K y)e (D+ D)

Par suite, on a:
0* [e2emch (qh2d — qich (gz0]= ggm Agsh (q h? cas (s8)
0* [e2m cos (qoh2 — Qicos (qoz0] = ggom Aqsin (qgoh2 cas (9)

2.4. Resnltats du probleme aux limites

Les formules ci-dessus font intervenir des parametres de deux sortes:
Q> (2, hi, h2 toet g sont des donnees a priori. o, p, m, zo ont ete introduits
a titre de constantes d’inttgration; nous les appellerons les parametres de
fonctionnement. lls sont astreints a verifier les trois relations (18), (22),
et (23) que nous regroupons pour la commodity du lecteur:

o2= gqth [q(hj+ z0]

m sh (gh2 = sh (qz0 cas (s8)

©2[gam ch (gh? — Q.ch (9z0] = gg m Aqgsh (qh2 (24)

02= —gqtg[go(z+ z0)]

m sin (g h2 = sin (qo zo) cas (9)
02[g2m cos (qoh2)— cos(gozo)) = ggom Agqsin (qoh2

Ces relations caracttrisent la distribution verticale du mouvement qd (z)
quelle que soit la geometrie du bassin. Il suit de lik quitte a verifier que



les relations (24) soient compatibles qu’il reste pour le moment un para-
metre de fonctionnement arbitraire. On notera que to ne figure pas dans

(24).
La distribution horizontale du mouvement est donnee par les fonctions

A et B, identiques dans les couches 1 et 2. Elies sont solutions de I’equ-
ation:

Aeco(x,y) + €0(Xx,y) —0 ou”r= Qz--—- i gn— V(i y)6(D D) (25

avec les conditions aux limites:

dA . n dB
2"dT + ®dH:' = o
V (x,y)s D (26)
dB . n dA

2"dT + o d™=o0
On sait par extension au cas du bassin tournant des resultats classiques
de la theorie des seiches dans un bassin fixe, que:
Si0”™ + 2® le probleme (25, 26) n’admet de solution non nulle
que si g2 et o verifient une relation de la forme:

F(@20,0)= 0 27)
qui depend de D. A tout couple, g2, 0 de solution de lequation precedente,
correspond un couple A (X, y), B (X, y) de solutions de (25) definies a une
constante multiplicative pres et qui sont lineairement distinctes. Le cas
o = + 2 addoit etre etiude a part.

On a ainsi une relation entre 0 et g2 qui depend de <omais qui ne fait
pas intervenir les autres parametres de fonctionnement, a savoir zo et m.

L’ensemble des equations (24) et (27) forme un systeme de quatre
relations liant les parametres de fonctionnement: © q, m, z0 aux para-
metres donnes. On definit ainsi — quitte a verifier la r8solubilite du
systeme obtenu — la suite o n des periodes propres des iseiches de la bi-
couche et la suite des g* qui caract”rise les mouvements verticaux de la
masse liquide.

2.5. Discussion de (24) pour D quelconque

Eliminons m et zo entre les trois relation (24). On trouve.

©4(1 + S Ri) - ©pgQi + 5 g202Ri- 0
Qi = th (ghi) 4- th (qh2; Ri= th (ghi) th (qgh2

cas (8)

Q4 /1 R2\+ 07 gqo Q2 g2q2R2= 0
\ 02 | 02 cas (9)
Q2= tgqohi)-f tg (qoh2; R2= tg (gohi) tg (qoh2)



D’un autre cote, en mettamt (15) sous la forme:

Si(X,y,z,t)= ]J/A2+ Ba2ci(z)cos (0t + 'P)
on deduit le rapport algebrique des amplitudes a la surface libre 2 et de
celle de l’interface S.

£i (hi) o2 Qich (gh: Aqg tg (gh2)
£i (o) of 2th (ghp[l2 Q Q
cas (8)
v 1- *
£i (hi) _ Q q2cos (gohi) L AQ tg (qoh2) (29)
Ei (0) Q 2tg (goh0) L Q Qi
cas (9)

On notera qu’en posant u= g hi, les seconds membres de (29) sont des
fonctions de u, dependant que des parametres adimensionnels et

Les formules (28) et (29) ont ett donnees et discuttes pour la premitre
fois en [9], Nous renvoyons le lecteur a ce travail, nous bornant a en faire
ressortir les conclusions qualitatives essentielles.

L’etude du rapport B (hi)/£i (0) est fondamentale pour classer les
phenomenes etudits. Si ce nombre est petit vis-a-vis de l'unitt, on a une
seiche interne; la seiche est externe lorsque £i (hi)/si (0) est comparable
a 1. L’analyse des donntes concretes montre que £x(hi)/£i (0) peut etre
tres petit, de l'ordre de 10— dans les cas realises exptrimentalement;

njt
zo + hi est alors assez petit, dans le cas (s8), ou voisin de —Jo ,n ttant entier,

dans le cas (9). Mais une discussion un peu plus poussee prouve que le
cas limite est incompatible avec (24): on a toujours £i (hi) 0. En d’autres,
termes, la surface isobare 2 ne peut jamais se confondre avec un plan
nodal, bien que les dtnivellations puissent y etre pratiquement impercep-
tibles. Mais si qi(z) est petit pour z= hi, g0i est, d’apres sa definition
meme, voisin de son maximum, dans le cas (9). Il s’en suit que les ampli-
tudes des vitesses horizontales sur 2 seront alors tgalement voisines de
leur plus grande valeur; et dans le cas (s8), c’est encore la meme chose car
g [q (z+ Zo)] est une fonction croissante de z.

L ’Equation (28) est bicarrte en 0; les racines en 02 sont reelles en
meme temps que le radical figurant au second membre de (29). On a, en
effet, en rtsolvant, pour fixer les idees, (28.1) en 0 2.

02- Q L et (T + o R (30)



On voit que des deux raeiines en 02 sont (positives quand elles sont reelles:
car les parametres hi, h2, Qi, p2, &= 62 — Qi, q stant par hypothese, posi-
tifs, on a, d’apres (28.1): Qi> 0, Ri> 0. Il est malaise de pousser plus loin
la discussion en raison du nombre 6leve de parametres en jeu, mais dans
la plupart des cas pratiques, une des racines donne la pulsation du mode
interne et l'autre celle du mode externe, ces deux modes pouvant coexi-
ster.

Le rapport £ (hi)/£i (0) etant algebrique, il s’eh suit que les oscil-
lations verticales de la surface libre et de I'interface peuvent etre en con-
cordance ou en opposition de phases.

Notons que lorsque Ag/gz est petit, le calcul de £1 (hi)/£i (0) des modes
internes et externes devient explicite (cf. [s]).

3. SEICHES DANS UN BASSIN PARALLELEPIPEDIQUE TOURNANT

3.1. Notations. Equations du probleme. Resolution approchee

Dans ce chapitre, nous etudions les seiches dans la bassin parallel£pi-
pedique, de base D definie par:

0<X<a; 0<y<b (31)
on pose:
to bqg 0
"o oce n‘ll(_l; V: T ’ f = 28

Lr= F|/|Aa2— r2j21; 7

Ce probleme a deja £te traite en [1] et [10] dans la cas des ondes
longues pour une monocouche. Nous nous limitons au cas (s8). L ’adaptation
au cas (9) est formellement ais8e; mais la discussion devient alors plus
longue.

La methode utilisee en [1] et [10] consiste a chercher la solution de
(25) sous forme de series a termes rfels si g2> 0.

A= - Yosin[g(y_ [|Jd]ch[=sm(x— |)

-cosvsh*. J

r=2n+ 1 L \ /
00

+ sin. ch* Y, sh - 1)] cos (r*

B= Yocos[q(y- f )] sh[A (x— ]-)]-



Il s’agit done la d’'une solution formelle ou I’'entier n varie de 1 a 00
et ouY i Y 2..sont des constantes a determiner. Pour r = 0, le coef-
ficient de Yr definit la repartition des amplitudes d’une onde stationnaire
de Kelvin (la constante Yo qui caracterise I'amplitude du mouvement
reste arbitraire). Pour r~ 1, on obtient la loi des amplitudes pour les
ondes stationnaires de Poincare. On appelle sgalement ces ondes respec-
tivement: amphydromie de Kelvin et onde de Poincare de deuxieme
espece.

Cela pose, la marche des calcults est la suivante. Les conditions
frontieres (26) se presentent sous forme d’un systeme infini d’equations
lineaires et homogenes a une infinite d’inconnues Yr (r~ 1). Nous <8galons
a zero le determinant infini du systeme traduisant (26). Pour le resoudre
numeriquement, on prend les determinants principaux d’ordxe p= 2, 3,
. On resout, pour chaque approximation p, le systeme (27), (28), cor-

. 2ft .
respondant, qui donne OP (et Tp= 7\/5;/; la periode propre correspondante),

gp, Yr, Ples solutions du probleme en 0, qet Yr.

Une fois ces resultats acquis, la determination num£rique des para-
metres de fonctionnement restant, a savoir zo et m, s’obtient a partir des
relations (24).

Remarque apropos de la notion de latitude critique:

Une discussion approfondie de nos formules resolutives permet de
verifier que la solution du probleme, envisagfe comme fonction du pa-
rametre o 2— 432 est continue dans le voisinage de la valeur zero de ce-
lui-ci.

3.2. Resultats numeriques

Les calculs numeriques ont ete faits pour les valeurs suivantes des
parametres:

a= 0,50 m; b= 203 m; hx= h2= 0,15 m

oi = 0,99895 g/cm3; p2= 1,01745 g/cms
et pour diverses valeurs de a) allant de o a 0,26 radians/sec.

Nous resumons ici les resultats:



3.2.1. Influence de la vitesse de rotation sur la periode propre du systeme

On ne s’interesse iei qu’a la racine en 0 de I’equation (30) qui cor-
respond a I’onde interne (Ex (hi)/£i (0) petit). On constate:

— Pour une vitesse de rotation donnee, la convergence du processus de
calcul est stonnamment rapide. On constate par exemple que des la
deuxieme approximation p= 2 la periode est connue a 0,005 s prss,
soit une precision de 10 4; et pour avoir la meme precision sur q, il
suffit d’aller a I'ordre 3.

— La loi de variation de la periode T en fonction de la vitesse de rota-
tion to est une fonction l6gerement croissante. o Oetant la pulsation
pour o= o, on a constate que la prise en compte des termes d’accele-
ration verticale modifiait © de 2%. Ajoutons que linfluenee de la
rotation est d’autant plus faible que le bassin a une forme plus al-

longee et que est plus grand.
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3.2.2. Influence de la rotation sur la forme de I'interface

La calcul des constantes Yr est long, mais on constate une conver-
gence tres rapide de la solution. Dans notre cas particulier, il suffit de
faire p= 4 pour obtenir une precision de 1%.

On vsrifie aussi numeriguement que la convergence est d’autant
plus rapide que les ondes de Poincare sont relativement plus faibles,
e’est-a-dire que la rotation est plus lente ou que le canal est plus allonge.

Les calculs montrent que long du plan y = 0, les amplitudes du
mouvement sont pratiquement constantes. Pres des angles du rectangle,

. . . 2(0
la somme des amplitudes des ondes de Poincare atteint 25% pour -g—”" 2

soit pour o= 0,16.

4. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Les mesures experimentales ont ste faites sur une bicouche avec
faible ecart de density (1,85%), contenue dans un bassin rectangulaire
place sur la plaque tournante de I'Universite de Grenoble. Pour con-
naitre plus de details, le lecteur est pris de se reporter a [5] et [9].

4.1. La plaque tournante

On trouvera une description de cet instrument encore unique au
monde dans [7]. Nous rappelons ici ses principales caracteristiques tech-
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niques: diametre 14 m., poids a vide 150 t., charge admissible IT/m2,
vitesse de rotation o a 2 tours/mn., reglable a 10~4 pres en valeur relative,
planeite du mouvement 0,02 mm.

4.2. Le canal oscillant

On a deja donne ses dimensions. On trouvera une description en [5],
L’axe Oz est place suivant la normale au paraboloide representant la
surface squipotentielle du champ resultant de forces de pesanteur et cen-
trifuge en 0. Notons ici que le mouvement des ondes est engendrs par

LI

une tres faible oscillation du canal autour de la droite y= — , z= o.

Lorque la psriode d’excitation est tres voisine de la periode propre du
premier mode interne, le mouvement devient mesurable. Les liquides
utilises sont I’'eau et I'eau salee. Leurs masses volumiques peuvent etre
ajustees a 10—s pres. Un remplissage soigne, effectue en injectant le
liquide dense tres lentement sous le liquide leger, permet d’obtenir des
interfaces dont I’epaisseur est de I'ordre du demi — centimetre. Apres
guelques experiences, il atteint 1 cm.

4.3. Mesures

Les mesures de psriode s’operent a l’aide d’une sonde de conducti-
metrie placee au point fixe, a la cote moyenne de I'interface. L’excitation
du canal est alors arretfe de fagon a ce que I'onde soit libre. Nous obte-
nons precision de 0,01 S.

La meme sonde est utilisee pour enregistrer le mouvement de I'inter-
face. Elle est alors asservie a poursuivre une surface de conductivite
constante a l’aide d’un systeme 6lectro-mecanique tres precis, puisque
nous obtenons une precision de 0,05 a 0,1 mm. L’ensemble de ces appa-
reils a ete construit a notre laboratoire.

4.4. Resultats

4.4.1. Mesure de la piriode

La courbe (fig. 1) donne la variation de la p8riode propre en fonction
de la vitesse de rotation to. On constate une allure generale de la courbe
experimentale tres voisine de celle de la courbe theorique, mais il y a un
ecart systematique de 0,56 s. A l'aide d’expsriences appropri®es et tres
fines, que nous ne pouvons pas d”crire ici (voir [5]. Nous avons pu montrer



gue cet tcart provient tres exactement de I’epaisseur de l'interface que
I’on ne peut rendre inferieur a 1 cm en pratique. D’ailleurs, la courbe
donnant la variation relative de la periode rapportte a la periode To =

2t
= k- pour = o montre I’'excellente concordance des resultats.

Fig. 1. Augmentation, par la rotation, de la periode propre de la seiche d’interface,
pour Pl= 0,99895 et = 1,01745 g/cm3

Rye. 1. Wzrost okresu wlasnego sejszy wewn”trznej w wyniku rotacji dla
Q= 099895 i p2= 1,01745 g/cm*



4.4.2. Forme de l'interface

La figure (2) donne une comparaison des amplitudes et des phases
du mouvement de I'interface mesure en 80 points dans le quart du canal,

defini par;-"-<x<Ca; 0<Cy < — pour m= 0,1247 rad/sec et 44 = 1,45.

a
Les amplitudes sont rapporttes a I'amplitude au point x = — ,y= 0

qui reprtsente d’ailleurs I'amplitude de I'amphidromie de Kelvin. Les
valeurs experimentales sont ici celles de I'onde findamentale depouillees

Fig. 2. Comparaison des amplitudes et des phases du mouvement de l’'interface.

to= 0,1247 s- .
"(ir - 145
Resultats experimentaux:
--------- Lignes d’egales amplitudes
——————— Lignes d’egales phases
LT L du fondamental
Theorie lineaire: |
----- Lignes d’egales amplitudes tempore

[ Lignes d’egales phases

Rye. 2. Poréwnanie amplitud i faz ruchu wewnejtrznej powierzchni:
o= 0,1247 s"1 = 1,45j

Wyniki doSwiadczalne:

--------- Linie jednakowych amplitud
——————— Linie jednakowych faz

Teoria liniowa: podstawowej czasowej
————— Linie jednakowych amplitud

Linie jednakowych faz

de la contribution des harmoniques temporels dus aux phtnomenes non
lineaires. Notons que les tcarts les plus grands entre thtorie et experien-
ce ne reprtsentent que o,2 mm sur les amplitudes et quelques degres
sur les phases.



Ces scarts s’observent sur la figure (3) qui donne une coupe des
surfaces precedentes dormant la distribution des amplitudes du fonda-

mental, par le plan x = —; et cela pour 5 vitesses de rotation differente.
o]

Les points donnent les valeurs experimentales, les courbes sont les re-
sultats du calcul theorique.

Experience N:
Dos’\JNiaczeniel\J- 1 2 3 4 5

“y o 00,0600 0,08655 0,1247 0,1600
Tot= 3% (5 9 10474 72,60 50A0 39,25

Jose (s) 3605 3625 3630 3660 3655

W JZToscV
e 2 <TW 0 oM 1,00 211 3.47

* Les _Af voisins de.qp./ ne sont pas tout-a-fait -6gaux
iskie 7 * nie jednakowe

Fig. 3. Ondes d’interface dans un bassin rectangulaire tournant. Coupes longitudina-
les medianes du fondamental temporel pour diverses vitesses de rotation (theorie et
experiences)

Rye. 3. Fale wewn”trzne w prostokqtnym basenie obrotowym. Osiowe przekroje po-
dluzne fali podstawowej czasowej dla r6znych pr*dkoSci obrotu (teoria i doSwiad-
czenia)



5. CONCLUSION

Nous avons pu montrer par des experiences fines de laboratoire fai-
tes sur une cuve de dimensions assez grandes, qu’une th™orie complete
avec prise en compte des accelerations verticales, permettait de donner
une image tres exacte de la realite physique. La theorie linfaire a donng
des resultats a 0,5% pres pour des amplitudes de I'ordre de 2 cm.

Les experiences sont a poursuivre dans le domaine des modes sinu-

soidaux (cas 9) et des oindes non lineaires (voir le film projete en se-
ance).
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STUDIA TEORETYCZNE | DOSWIADCZALNE
FAL WEWNETRZNYCH
W OSRODKU UWARSTWIONYM, OBROTOWYM

Streszczenie

W pracy przeanalizowano wlasnosci malych oscylacji cieczy doskonalej, niejed-
norodnej, o swobodnej powierzchni, znajduj~cej sie w basenie obracajgcym sis
dookola osi pionowej. Zdefiniowano r6zne typy zaobserwowanych fal oraz wplyw
wywierany na nie przez geometric basenu, stratyfikacj® cieczy oraz ruch obrotowy.

Badania laboratoryjne, przeprowadzone w cieczy dwuwarstwowej w basenie
prostopadlosciennym, poddanym ruchowi obrotowemu, potwierdzily teori®. Rozwi”-
zaniem jest superpozycja fal Kelvina i fal Poincare drugiego rz"du. Wszystkie fale
byly wytwarzane z dokladnosciq: amplitudy do kilku dziesiqtych cz”sci milimetra,
a fazy do Kkilku stopni. Wykonany film przedstawia zjawisko liniowe oraz jego de-
formacje, kiedy amplituda wzrasta albo gdy gl*bokosci obu cieczy bardzo si$ r6zni”.
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A THEORETICAL AND EXPERIMENTAL STUDY OF WAVES IN
STRATIFIED ROTATING MEDIUM

Summary

This paper deals with the study of the properties of small oscillations of free-
surface, non-homogeneous perfect fluids confined in basins subjected to a rotary
movement about a vertical axis. Details are given of the various waves encountered
and the respective effects of the basin geometry, the fluid stratification and the
rotation.

Laboratory experiments carried out using a two-layer fluid in a revolving basin
of parallelepipedal form confirm the theory. The solution is expressed by the su-
perimposing of Kelvin waves and second kind of Poincare waves. All these waves
are reproduced experimentally to within a few tenths of a mm. accuracy for ampli-
tudes and to within a few degrees for phases. A film shows the linear phenomenon
and its deformations when the amplitude increases or the depths of the two liquids
become very different.
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